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Esercizio 1. Si consideri la curva γ parametrizzata da
x(t) = t2, y(t) = t3
con 1 ≤ t ≤ 2.
(a) Stabilire se γ e` regolare.
(b) Calcolare la lunghezza di γ.
(c) Calcolare l’ascissa del baricentro di γ.
[Sol.: (b)
∫ 2
1 t
√
4 + 9t2 dt = 127
[
(4 + 9t2)3/2
]2
1
= ...]
Esercizio 2. Calcolare la lunghezza della curva di equazione polare
ρ(θ) = θ2 , θ ∈ [0, pi/2].
[Sol.: 13
(
(pi
2
4 + 4)
3/2 − 8
)
.]
Esercizio 3.
Sia γ : [0, 1] → R3 la curva di equazioni parametriche

x(t) = arctan t,
y(t) = cos t,
z(t) = sin t.
Dire se la curva e` regolare, calcolare ‖γ′(t)‖ e d
dt
(f(γ(t)) dove f(x, y, z) = x2 + yz.
Esercizio 4. Calcolare ∫
γ
(x2 − 2xy) dx + (2xy + y2) dy,
dove γ e` l’arco di parabola y = x2 compreso tra A = (1, 1) e B = (2, 4).
[Sol.: 121930 .]
Esercizio 5. Si consideri la forma differenziale ω = 2xx2+y2 dx+
2y
x2+y2 dy.
(a) Determinarne il dominio.
(b) ω e` chiusa?
(c) Dimostrare che ω e` esatta determinandone una primitiva.
[Sol.: (a) R2 \ {(0, 0)}, che non e` semplicemente connesso; (c) f(x, y) = log(x2 + y2)]
Esercizio 6. Calcolare ∫
γ
〈F (x, y), N(x, y)〉 ds
dove γ e` il triangolo di vertici (0, 0), (1, 0), (2, 1) percorso in senso orario, F (x, y) = (ex+y + x, ex−y − y) e N e`
il versore normale esterno al triangolo.
[Sol.: Parametrizziamo il segmento γ1 di primo estremo (1, 0) e secondo estremo (0, 0):
γ1(t) = (1− t, 0) t ∈ [0, 1], γ′1(t) = (−1, 0)
da cui il vettore normale orientato verso l’esterno (il ruotato di pi2 in senso anti-orario γ
′
1(t)) e` (0,−1).
Parametrizziamo il segmento γ2 di primo estremo (2, 1) e secondo estremo (1, 0). Abbiamo
γ2(t) = (2 + t(1− 2), 1 + t(0− 1)) = (2− t, 1− t) t ∈ [0, 1], γ′2(t) = (−1,−1)
da cui il vettore normale orientato verso l’esterno (il ruotato di pi2 in senso anti-orario di γ
′
2(t)) e` (1,−1).
Analogamente si procede per γ3, segmento di primo estremo (0, 0) e secondo estremo (2, 1).
Alla fine,
3∑
i=1
∫
γi
〈F (x, y), N(x, y)〉 ds =
∫ 1
0
〈(e1−t+1− t, e1−t), (0,−1)〉 dt+
∫ 1
0
〈(e3−2t+2− t, e1− 1+ t), (1,−1)〉 dt+ ....]
Esercizio 7. Calcolare il lavoro del campo F (x, y, z) = (z, x2, y) su γ, dove γ e` l’arco di elica t 7→
(cos t, sin t, t) con t ∈ [0, 3pi/2].
[Sol.: 43 .]
Esercizio 8. Data una qualunque funzione f : R → R si definisca la forma differenziale
ωf (x, y) = (f(x) + x
2y − y3) dx + (f(x)− 3xy2) dy.
(a) Dimostrare che esiste una e una sola funzione f di classe C1 per cui f(0) = 0 e ωf e` esatta. Determinare
l’espressione esplicita di f .
(b) Sia f la funzione ottenuta nel punto precedente e siano P = (0, 1) e Q = (−1, 3) punti del piano 0xy.
Calcolare ∫
γ
ωf
dove γ e` una curva il cui sostegno e` il segmento avente primo estremo in Q e secondo estremo in P .
(c) Sia f1 : R → R, f1(x) = x2. Calcolare ∫
γ
ωf1
dove γ e` come nel punto (b).
[Sol.: (a) f(x) = x
3
3 ; (b) − 31312 .]
Esercizio 9. Calcolare
∫
γ ω dove
ω(x, y) = 2xy
(
cos(x2y) + 1
)
dx+ x2 cos(x2y) dy
e γ e` la frontiera, percorsa in senso orario, della regione del primo quadrante racchiusa dalla bisettrice 1o − 3o
quadrante, l’asse y e la circonferenza di centro l’origine e raggio 2.
[Sugg.: ω = ω1 + ω2 dove ω1 = 2xy cos(x
2y) dx+ x2 cos(x2y) dy e ω2 = 2xy dx+ 0 dy. Notare che ω1 e` esatta]
Esercizio 10. Si consideri la forma differenziale
ω(x, y) =
(
yey + αey − 2x cosx2) dx+ (xey + xyey − βex) dy.
Determinare, se esistono, i valori di α e β reali tali che ω e` esatta. Per tali valori, calcolare il potenziale f tale
che f(0, 1) = 3. [Sol: a = b = 0]
Esercizio 11. Si consideri la forma differenziale
ω(x, y) =
(
− 2xy
9x4 + y2
+ 1
)
dx+
x2
9x4 + y2
dy.
Determinare se ω e` esatta in
Ω := {(x, y) ∈ R2 : x < 0}.
Se s`ı, determinarne una primitiva in Ω.
Esercizio 12. Dire se F (x, y, z) = (x2y, x cos z, y + x) e` irrotazionale.
Esercizio 13. Calcolare il lavoro del campo F (x, y) = (xy2, x) su γ, dove γ e` una curva il cui sostegno e`
quello indicato in figura.
(0,0) (2,0)
(0,2)
γ1
γ2
γ3
Esercizio 14. Data la forma differenziale
ω(x, y) =
1
x+ ey
dx+
ey
x+ ey
dy .
i) Determinare il dominio di ω e disegnarlo.
ii) ω e` chiusa? ω e` esatta? Giustificare.
iii) Determinare, se esiste, una primitiva di ω.
Esercizio 15. Sia S il semicerchio in figura:
i) Calcolare il baricentro di S.
(0,0)
(1,1)
(2,0)
ii) Calcolare ∫∫
S
y
x+ 1
dx dy .
iii) Ricalcolare l’integrale utilizzando le formule di Gauss-Green.
[Sol.: i) (1, 43pi ), ii) 2− 3 log 32 .]
Esercizio 16. Si consideri la curva γ di equazioni parametriche{
x = cos3 t
y = sin t
, t ∈ [0, 2pi].
(a) Dimostrare che e` regolare a tratti, semplice e chiusa.
(b) Tracciare un grafico qualitativo del sostegno di γ.
(c) Utilizzare le formule di Gauss-Green per calcolare∫∫
D
x2 dxdy,
dove D e` il dominio racchiuso da γ.
Esercizio 17. Calcolare i seguenti integrali doppi∫ ∫
D
f(x, y) dxdy
con
• f(x, y) = x2, D = {(x, y) ∈ R2 : y ≥ x2 − 1, x2 + y2 ≤ 1};
• f(x, y) = 2yex, D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 4, x2 + y2 + 2x ≥ 0, x2 + y2 − 2x ≥ 0, y ≥ 0};
• f(x, y) = √x− y2, D = {(x, y) ∈ R2 : y ≥ x2, x ≥ y4};
• f(x, y) = xy, D = {(x, y) ∈ R2 : y ≥ 0, 5− x ≥ y2, y2 ≤ 4x};
[Sol: 1)
∫ 1
−1
∫√1−x2
x2−1 f(x, y) dy dx (se visto come normale rispetto a x). Se visto come normale rispetto a y:∫ 0
−1
∫ √y+1
−√y+1
f(x, y) dx dy +
∫ 1
0
∫ √1+y2
−
√
1−y2
f(x, y) dx dy
2) 2e2 + 2e−2 − 4.
4)
∫ 1
0
∫ 2√x
0 f(x, y) dy dx +
∫ 5
1
∫ √5−x
0 f(x, y) dy dx (se visto come normale rispetto a x). Se visto come normale
rispetto a y: ∫ 2
0
∫ 5−y2
y2/4
f(x, y) dx dy]
Esercizio 18. Calcolare ∫ ∫
D
ey dxdy,
dove D e` la regione del piano x0y limitata dalla parabola di equazione y2 = x e dalle rette di equazioni x = 0 e
y = 1.
[Sol.: e− 2.]
Esercizio 19. Sia D la regione di piano racchiusa da γ∗1 ∪ γ∗2 dove γ∗1 e` il sostegno della curva γ1 di
equazione
%(θ) =
√
θ, θ ∈ [0, 2pi]
e γ∗2 e` il segmento congiungente gli estremi di γ
∗
1 . Calcolare l’area di D.
Esercizio 20. Calcolare il volume del solido di rotazione ottenuto facendo ruotare attorno all’asse y il
triangolo T di vertici (1, 0), (3, 0) e (2, 1).
Esercizio 21. Sia T il triangolo di vertici (0, 0), (pi/2, pi/2) e (pi, pi/2).
(a) Mostrare che T e` un dominio normale sia rispetto ad x che rispetto ad y.
(b) Calcolare l’integrale
∫ ∫
T
sinx dx dy usando la normalita` di T sia rispetto ad x che rispetto ad y.
[Sol.:
(a) La retta congiungente (0, 0) e (pi/2, pi/2) ha equazione y = x. La retta congiungente (0, 0) e (pi, pi/2)
ha equazione y = x/2. Allora, se b : [0, pi] → R, b(x) = x se 0 ≤ x ≤ pi/2 e b(x) = pi/2 se pi/2 ≤ x ≤ pi,
si ha
T = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ pi, x
2
≤ y ≤ b(x)}
T = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ y ≤ pi/2, y ≤ x ≤ 2y}
(b) Normalita` rispetto a x.∫ ∫
T
sinx dx dy =
∫ pi
0
(
sinx
∫ b(x)
x/2
dy
)
dx =
∫ pi/2
0
sinx
∫ x
x/2
dy dx+
∫ pi
pi/2
(
sinx
∫ pi/2
x/2
dy
)
dx
=
∫ pi/2
0
x
2
sinx dx +
∫ pi
pi/2
sinx(pi/2− x/2) dx .
Ora: ∫ b
a
x sinx dx = [−x cosx]ba +
∫ b
a
cosx dx = [−x cosx+ sinx]ba .
da cui∫ ∫
T
sinx dx dy =
1
2
[−x cosx+ sinx]pi/20 −
pi
2
[cos x]pipi/2 −
1
2
[−x cosx+ sinx]pipi/2 = 1 .
Normalita` rispetto a y.∫ ∫
T
sinx dx dy =
∫ pi/2
0
(∫ 2y
y
sinx dx
)
dy =
∫ pi/2
0
− [cosx]2yy dy
=
∫ pi/2
0
(− cos(2y) + cos y) dy =
[
−1
2
sin(2y) + sin y
]pi/2
0
= 1
Esercizio 22. Sia D la regione del piano R2 delimitata dall’intersezione del primo quadrante con un cerchio
di centro l’origine e raggio 1. Calcolare
∫∫
D xy dx dy.
[Sol.: D = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ √1− x2} da cui, per il Teorema di riduzione∫ ∫
D
xy dx dy =
∫ 1
0
x
∫ √1−x2
0
y dy dx =
∫ 1
0
x
[
y2
2
]√1−x2
0
dx
=
∫ 1
0
1
2
(x− x3) dx = 1
2
[
1
2
x2 − 1
4
x4
]1
0
=
1
4
− 1
8
=
1
8
.
Analogamente, essendo D = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ x ≤
√
1− y2} si poteva utilizzare l’eguaglianza∫ ∫
D
xy dx dy =
∫ 1
0
y
∫ √1−y2
0
x dx dy.
Esercizio 23. Sia S = {(x, y) ∈ R2 : (x− 1)2 < y < x− 1}. Disegnare S e calcolare∫ ∫
S
1
x
dx dy.
[Sol.: ∫ ∫
S
1
x
dx dy =
∫ 2
1
1
x
(∫ x−1
(x−1)2
dy
)
dx =
∫ 2
1
1
x
(
(x− 1)− (x− 1)2) dx.
Perrtanto ∫ ∫
S
1
x
dx dy =
∫ 2
1
(
−x+ 3− 2
x
)
dx =
[
−x
2
2
+ 3x− 2 log |x|
]2
1
=
3
2
− 2 log 2.]
Esercizio 24. Calcolare ∫ ∫
D
(1 + x+ y) dx dy
dove D e` la regione limitata del pino 0xy delimitata dalle curve di equazione y = −x, x = √y e y = 2.
[Sol.: 4415
√
2 + 133 ]
Esercizio 25. Calcolare le coordinate del baricentro dell’insieme:
{(x, y) : 0 ≤ y ≤ 2 , |x| ≤ ey} .
Esercizio 26. Calcolare il volume del solido di rotazione S ottenuto ruotando di un angolo pi/4 attorno
all’asse x il dominio
D = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 25} ∩ {(x, y) : y ≥ 3}.
[Sol.: volS = pi4
∫∫
D
y dx dy = 323 pi]
